Ubungen zu MMP I Blatt Nr. 06 Tutorium 28.10.2016

Aufgabe 1: Betrachtet werden die Funktionen

n

u,(x)y=2", n=0,1,2,..., —oco<zx<oo, wx) =e"

Die Hermiteschen Polynome bilden eine orthogonale Menge bzgl. der genannten Gewichtsfunk-
tion und werden aus historischen Griinden als

o
/ do w(z)Hy, (2)Hy (2) = 6,,, 2" m! V7
—0o

normiert. Konstruieren Sie mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens die Hermiteschen Polynome
Hy, Hy, Hy. [Antwort: Wie in der Aufgabe 5.2.]

Aufgabe 2: Betrachtet werden Legendre-Polynome, welche z.B. als reguldre Losungen der
Differenzialgleichung in Aufgabe 4.2 definiert werden konnen.

(a) Sei fo(z) ein beliebiges Polynom zweiten Grades, fo(z) = ag + a1z + 2asz?, |z| < 1.
Ermitteln Sie eine Darstellung von fo(x) in der Basis der Legendre-Polynome. [Hinweis:
lhre ,, Standardnormierung” lautet Py = 1, P} = 2, P, = 3(32% — 1), mit P,(1) = 1.]

(b) Sei fu(z) =31 “‘;;,”k eine abgebrochene Taylor-Entwicklung um x = 0. Zeigen Sie,
dass auch diese fiir |z| < 1 eindeutig als Linearkombinationen von Legendre-Polynomen
dargestellt werden kann, d.h. f,(z) = >")_ ek Pr(z).

Aufgabe 3: Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung der linearen Algebra lautet |- w| < |7| ).

(a) Zeigen Sie, dass in einem hermiteschen Funktionenraum eine dhnliche Gleichung gilt:

[l < I1f 1 Hgll -
[Hinweis: Es reicht zu zeigen, dass |(f|g)|> < |If1I? |lg]|? gilt.]

(b) Ein Differenzialoperator # sei hermitesch und , positiv definit®, d.h.

(fI22F) >0 Y[f) #10).

Verifizieren Sie die Giiltigkeit der folgenden verallgemeinerten Cauchy-Schwarzschen Un-
gleichung:
({19 < (fIf) (9l g) -

[Hinweis: Als Ausgangspunkt kann (f — Ag|#Z(f — Ag)) > 0, mit A € C, dienen.]



